 高中数学30个怎么求（3）
函数值域怎么求？

徐剑

函数y=f(x)的值域是函数值的取值范围，用集合表示为{y│y=f(x),x∈A}，这里集合A是函数的定义域.从几何意义看，函数值域是函数图象上点的纵坐标的集合，也可以说成是函数图象纵向的分布范围.我们要掌握函数值域的求法：

1.直接法
对于简单的函数解析式，可以用直接法.
例1.  求f(x) = 3 + eq \r(x-9) 值域 

解：f(x)的定义域为{x|x≥9}，所以值域[3,+∞）.
例2.  求f(x) = 4 +  eq \f(1,x+1) 
解： x+1≠0,得 x≠-1, f(x)的定义域 (-∞,-1)∪(-1,+∞), 即  eq \f(1,x+1) ≠0, 所以f(x)值域为(-∞,4)∪(4,+∞).
     2．配方法
     配方法多用于二次(型)函数和某些三角函数.                       
     例3. 求函数y = x2-6x+8的值域.

  解: y = x2-6x+8 = x2–6x + 9 -1 = (x-3)2 -1≥-1.
  所以函数y = x2-6x+8的值域[-1,+∞）.

  例4. 求函数y=sinx+cosx的值域.

   解：y=sinx + cosx
=  eq \r(2) (  eq \f(\r(2),2) sinx +  eq \f(\r(2),2)  cosx) 
=  eq \r(2) (sinx cos eq \f(π,4) + cosx sin eq \f(π,4) )
= eq \r(2) sin（x +  eq \f(π,4)  ）

所以函数y = sinx + cosx的值域[- eq \r(2) ,+ eq \r(2) ].

3．换元法
通过换元,使高次函数低次化,分式函数整式化,无理函数有理化,超越函数代数化，以方便求值域.
例5. 求函数y = 9x - 6·3x + 5 (1≤x≤3)的值域.
解:  设t =3x (1≤x≤3),则9x = t2(3≤t≤27)
y = 9x - 6·3x + 5 = t2–6t + 5 = t2–6t + 9 -4
=(t - 3)2 -4 

从而有:(3 - 3)2 -4≤y≤(27 - 3)2 -4, 即-4≤y≤572
所以函数y = 9x - 6·3x + 5的值域[-4,572].

例6. 求函数y = 2x +  eq \r(10-4x2) + 7的值域.
解: 10-4x2 ≥0 , x2≤ eq \f(10,4) ,即 eq -\f(\r(10),2) ≤x≤ eq \f(\r(10),2) 
设x =  eq \f(\r(10),2) cosθ, 0≤θ≤π 则
y= 2x +  eq \r(10-4x2) + 7 = eq \r(10) cosθ +  eq \r(10-10cos2θ) + 7

 = eq \r(10) cosθ +  eq \r(10(1-cos2x)) + 7
= eq \r(10) cosθ +  eq \r(10sin2θ) + 7

= eq \r(10) cosθ+  eq \r(10) sinθ+ 7 (因0≤θ≤π,则0≤sinθ≤1)
= eq \r(10) (cosθ + sinθ) + 7
= eq \r(10) 

 eq \r(2) ( eq \f(\r(2),2) cosθ+  eq \f(\r(2),2) sinθ) + 7
=2 eq \r(5) sin(θ+  eq \f(π,4) ) + 7

因0≤θ≤π 则  eq \f(π,4) ≤θ+  eq \f(π,4) ≤ eq \f(5π,4) 
- eq
 \f(\r(2),2) ≤sin(θ+  eq \f(π,4) )≤1

- eq \r(10) ≤2 eq \r(5) sin(θ+  eq \f(π,4) )≤2 eq \r(5) 
7- eq \r(10) ≤2 eq \r(5) sin(θ+  eq \f(π,4) )+7≤7+2 eq \r(5) 
所以函数y = 2x +  eq \r(10-4x2) + 7的值域为:

{y|7- eq \r(10) ≤y≤7+2 eq \r(5) }.
4.分离常数法
例7. 求函数y= eq \f(4x+3,5x-1) 的值域.

解: y =  eq \f(4x+3,5x-1) =  eq \f(\f(4,5)(5x-1)+\f(19,5),5x-1) =  eq \f(4,5) +  eq \f(\f(19,5),5x-1) 
因 eq \f(\f(19,5),5x-1) ≠0, 所以y= eq \f(4x+3,5x-1) ≠ eq \f(4,5) 
即函数y= eq \f(4x+3,5x-1) 的值域(-∞, eq \f(4,5) ) ∪ ( eq \f(4,5) ,+∞).

说明: 分离常数法就是把分子中含X的项分离掉,即分子不含X项.
形如y= eq \f(ax+b,cx+d) ( a,b,c,d都是常数且a≠0,c≠0,),可用分离常数法. y=  eq \f(ax+b,cx+d) =  eq \f(\f(a,c)(cx+d)+b - \f(a,c)d,cx+d)  =  eq \f(a,c) +  eq \f(b - \f(a,c)d,cx+d)  ,

我们将 eq \f(a,c) +  eq \f(b - \f(a,c)d,cx+d) 称为分式一般式分离常数公式.
   5. 反解法
反解法又叫反函数法. 如果一个函数的值域不易求,而它的反函数的定义域易求,那么我们可以通过求后者得出前者,即把原函数的反函数的定义域与其值域互换.
   如例7. 求函数y= eq \f(4x+3,5x-1) 的值域

解: 由y= eq \f(4x+3,5x-1)  得x(5y-4)= y +3   x=  eq \f(y+3,5y-4) . 互换x,y得反函数为y= eq \f(x=3,5x-4) ,从而可知反函数的定义域为(-∞, eq \f(4,5) ) ∪ ( eq \f(4,5) ,+∞),故原函数值域为(-∞, eq \f(4,5) ) ∪ ( eq \f(4,5) ,+∞).

例8. 求函数y =  eq \f(ex-2,ex+5) 的值域.
解: 由y =  eq \f(ex-2,ex+5)  得ex-2=y(ex+5), ex(1-y)=5y+2, ex =  eq \f(5y+2,1-y) 
即x = ln eq \f(5y+2,1-y) .互换x,y得反函数为y=ln eq \f(5x+2,1-x) , 因  eq \f(5x+2,1-x) >0,从而可知反函数的定义域为(-  eq \f(2,5) ,1), 故原函数值域为(-  eq \f(2,5) ,1).
6.判别式法
例9. 求函数y =  eq \f(x2 - x + 1,x2 + 1 ) 的值域.
解:原函数式可化为关于x一元二次方程(y-1)x2+x+y-1=0.
(1)当y≠1时,x∈R, △=12-4(y-1)(y-1) ≥0,解得:
-  eq \f(1,2) ≤x≤ eq \f(3,2) 
 (2)当y=1时,x=0,而1∈[-  eq \f(1,2) , eq \f(3,2) ]
所以函数y =  eq \f(x2 - x + 1,x2 + 1 ) 的值域为[-  eq \f(1,2) , eq \f(3,2) ]
说明:形如y =  eq \f(ax2+bx+c,dx2+ex+f) (a,d不同时为0)的函数,可以把函数式可化为关于x一元二次方程,依据方程有实数根,根的判别式不小于0,求出函数的值域.但要注意两点:第一.这种方法须在x∈R或x不能取使分母为0的值的情况下可用;第二.将函数式化为关于x一元二次方程后,注意讨论二次项系数是否为0.
7.不等式法
例10. 求函数f(x) =   eq \f(3x2+x+2,5x) (x>0)的值域.

解: 分子分母同除以x，得:
f(x) =  eq \f(3x+\f(2,x)+1,5)  因x>0,故有3x +  eq \f(2,x) ≥2 eq \r(3x× \f(2,x))  =2 eq \r(6) 当且仅当3x=  eq \f(2,x) ,即x= eq \f(\r(6),3) 时取等号.
所以 eq \f(3x+\f(2,x)+1,5) ≥ eq \f(2\r(6)+1,5) (x>0)
从而函数f(x) =   eq \f(3x2+x+2,5x) (x>0)的值域为[ eq \f(2\r(6)+1,5) ,+∞).

例11.求f(x) =   eq \f(x2 - 2x+2,x-1) (x≠1)的值域
解: f(x) =   eq \f(x2 - 2x+2,x-1)  =   eq \f((x - 1)2+1,x-1) =x-1 +  eq \f(1,x-1) 
  (1)当x>1时x-1>0,有f(x) =x-1 +  eq \f(1,x-1) ≥2 
当且仅当x-1 =  eq \f(1,x-1) ,即x=0时取等号.

  (2) 当x<1时x-1<0,而-(x-1)>0,有f(x) =x-1 +  eq \f(1,x-1) 
=-[-(x-1)+  eq \f(1,-(x-1)) ]≤-2, 当且仅当-(x-1) =  eq \f(1,-(x-1)) ,即x=2时取等号.

综合以上两点, f(x) =   eq \f(x2 - 2x+2,x-1) (x≠1)的值域为(-∞,-2) ∪ (2,+∞).

说明: 不等式法所用的不等式最多的是基本不等式,即均值不等式,其步骤为“一正、二定、三相等”.
    8. 单调性法
例12.求函数y= eq \r(3x-1) +2值域
解: 函数y= eq \r(3x-1) +2定义域为[ eq \f(1,3) ,+∞）且函数在定义域上是增函数.当x= eq \f(1,3) 时,f(x)min=f( eq \f(1,3) )= eq \r(3×\f(1,3)-1) +2=2

所以函数y= eq \r(3x-1) +2值域为[2,+∞）.

说明: 若f(x)在定义域[a, b]上是增函数,则值域为[f(a), f(b)]；若是减函数,则值域为[f(b), f(a)].
    9. 有界性法

利用已学过函数的有界性，如三角函数,来确定函数的值域.
如例4. 求函数y=sinx+cosx的值域.y=sinx+cosx= eq \r(2) sin（x +  eq \f(π,4)  ）,所以函数值域[- eq \r(2) ,+ eq \r(2) ].

10.导数法： 
    若y＝f (x)的导函数为y'＝f'(x)，令f'(x)＝0，求出极值，再与端点值比较，求出值域.
例13. 求函数f(x)=x2-6x+12在区间[2,5]上的值域.
解: f(x)，=2x-6, 令2x-6＝0，解得x=3,当x=3时,有f(x)min=f(3)=3.
f(x)=x2-6x+12=(x-3)2+3, f(2)=1+3=4, f(5)=4+3=7

进行比较得:f(x)=x2-6x+12在区间[2,5]上的值域为[3,7].
11.斜率法
例14.求函数y= eq \f(sinx+3,cosx-4) 的值域.
解:把函数y= eq \f(sinx+3,cosx-4) 看成单位圆上的动点M(cosx,sinx)与定点P(4,-3)连线的斜率,则直线MP的方程为y+3=k(x-4),即kx-y-4k-3=0
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圆心(0,0)到直线的距离在相切时为最大,最大为1,由点到直线距离公式得: eq \f(|-4k-3|,\r((-1)2+k2)) =1, 解得     k= eq \f(-12±2\r(6),15) 
ymax= eq \f(-12+2\r(6),15)   
 ymin= eq \f(-12-2\r(6),15) 
所以函数y= eq \f(sinx+3,cosx-4) 值域为[ eq \f(-12-2\r(6),15) , eq \f(-12+2\r(6),15) ].
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说明:对形如函数y= eq \f(sinx+a, cosx+b ) 可以用斜率法求值域, 或转化后用斜率法求值域.
   12.点距法
   例15.求函数y= eq \r(x2-6x+13) +  eq \r(x2+4x+5) 的值域

解：将函数变形为：

y= eq \r((x-3)2+(0-2)2) +  eq \r((x+2)2+(0-1)2) 
上式可看成x轴上的点P（x，0）到两定点A（3，2），B（-2，-1）的距离之和，由图可知: (1)当点P不为线段与x轴的交点时，y=∣PA∣+∣PB∣>∣AB∣= eq \r((3+2)2+(2+1)2) = eq \r(34) ;

(2)当点P为线段与x轴的交点时， y
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=∣AB∣= eq \r((3+2)2+(2+1)2) = eq \r(34) ,综上所述两点，所求函数的值域为[ eq \r(34) ，+∞].

例16.求函数y= eq \r(x2-6x+13) -  eq \r(x2+4x+5) 的值域

解：将函数变形为：
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y= eq \r((x-3)2+(0-2)2) -  eq \r((x+2)2+(0-1)2) 
上式可看成点P（x，0）到定点A（3，2）的距离与点P（x，0）到定点B（-2，1）的距离之差.即：y=∣PA∣-∣PB∣
由图可知：（1）当点P在x轴上且不是直线AB与x轴的交点时，如点P¹，则构成△ABP¹，根据三角形两边之差小于第三边，有
∣y∣=∣∣P¹A∣-∣P¹B∣∣<∣AB∣= eq \r((3+2)2+(2-1)2) = eq \r(26) 
即  - eq \r(26) <y< eq \r(26) 
(2)当点P恰好为直线AB与x轴的交点时，有
y=∣∣AP∣-∣BP∣∣=∣AB∣= eq \r(26)   .
综上所述两点，可知函数的值域为：（- eq \r(26) ， eq \r(26) ）
强调:在具体求某个函数的值域时，首先要仔细、认真观察其题型特征，然后再选择恰当的方法.
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