高中数学30个怎么求（8）
怎样求最值问题

徐剑
有一类题目，在题目最后的提问中出现 “最多”、“最少”、“最大”、“最小”、“至多”、“至少”等字样，这类问题称作最值问题.最值问题可用多种方法解答.
一.参数讨论法
例1.设a＞0 且 
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≠1,y=ax +  eq \f(1,a) (1-x) (0≤
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≤1) 求
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的最大值与最小值.
解: y=ax +  eq \f(1,a) (1-x)可化为：y=(a -  eq \f(1,a) )x +  eq \f(1,a) .下面对一次项系数分两种情况讨论：

（1）当a＞1时，a -  eq \f(1,a) ＞0,于是函数y=(a -  eq \f(1,a) )x +  eq \f(1,a) 的函数值是随着
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的增加而增加,所以

当
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=0时,
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取最小值 eq \f(1,a) ;
当
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=1时,y取最大值a. 

（2）当0＜a＜1时, a -  eq \f(1,a) <0,于是函数y=(a -  eq \f(1,a) )x +  eq \f(1,a) 的函数值是随着
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的增加而减少,所以

当
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=0时,
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取最大值 eq \f(1,a) ;
当
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=1时,
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取最小值a.
说明: 一次函数
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在其定义域(全体实数)内是没有最大值和最小值的, 但是, 如果对自变量
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的取值范围有所限制时, 一次函数就可能有最大值和最小值.
二.不等式法

例2. x＞0,求y=4x+ eq \f(9,x2) 的最小值
解: y=2x+2x+ eq \f(9,x2) ≥3 eq \r(3,2x·2x·\f(9,x2)) =3 eq \r(3,36) 
当2x=2x= eq \f(9,x2) , 即x= eq \r(3,\f(9,2)) 时, ymin=3 eq \r(3,36) 
说明:利用不等式  eq \f(x1+x2 +…+xn,n) ≥ eq \r(n,x1x2…xn) (即算术平均数不小于几何平均数)求最值,必须满足三个条件:(1) x1,x2 ,…,xn都必须是正数;(2)必须有x1=x2 =…=xn;(3)这n个正数的和或积是定值.
对两个正数a，b来说,  eq \f(a+b,2) ≥ eq \r(ab) ,当a+b一定时，ab在a=b时最大,即“和定差小积越大，两数相等积最大”; 当ab一定时，a+b在a=b时最小,即 “积定差小和越小，两数相等和最小”.
如例2. x＞0,求y=4x+ eq \f(9,x2) 的最小值

若解: y=x+3x+ eq \f(9,x2) ≥3 eq \r(3,x·3x·\f(9,x2)) =3 eq \r(3,27) =9,ymin=9
这样解违背了上面所说的第(2)个条件,因满足x=3x= eq \f(9,x2) 的x值不存在,只能是y>9,而不能有y=9.
三.判别法

例3. 求函数y= eq \f(x2-2x-3,2x2+2x+1) 的最值.

解：去分母，整理得 (2y-1)x2+2(y+1)x+(y+3) =0       

   当y≠ eq \f(1,2) 时，这是一个二次方程，因
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是实数，所以判别式△≥0.

   即 △=[2(y+1)]2 -4(2y-1)(y+3) ≥0                         

   解得-4≤y≤1                                           

   当y=-4时,x = -  eq \f(1,3) ; 当y=1时,x=2       

由此即知, 当x = -  eq \f(1,3) 时， 
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取最小值-4；

   当x=2时，  
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取最大值1.   

说明: 
用判别法求最值，是一种常用的方法，但要注意以下三点:

1.注意这个最值能否取到，即是否有与最值相应的
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值.                                  

如求函数y= eq \f(2x2+2x+3,x2+x+1) 的最值.
将原式变为(y-2)x2+(y-2)x+y-3=0,因x是实数,所以

△=(y-2)2-4(y-2)(y-3) ≥0,解得2≤y≤ eq \f(10,3) ,从而ymax= eq \f(10,3) ,   ymin=2.

这样解的结果不对,因y=2代入(y-2)x2+(y-2)x+y-3=0,左右不相等.没有一个实数x代入原来的函数式使得y=2.
正确解法见下面分离常数法
2.由△≥0,解得y≤a或y≤A(a≤A),则无法确定最大(小)值.

如求函数y= eq \f(-3x+7,x2-3x+2) 的最值.
将原式变为yx2-(3y-3)x+2y-7=0,因x是实数,所以

△=(3y-3)2-4y (2y-7) ≥0,解得y≥-1或y≤-9，则无法确定最大(小)值.

3、原式变形中，函数值范围是否发生变化,特别注意要考虑原函数式的定义域.

如求函数y=x+ eq \r(x+1) 的最值

原式变为y - x =  eq \r(x+1)  两边平方得

(y-x)2=x+1,即x2-(2y+1)x+y2-1=0, 因x是实数,所以

△=(2y+1)2-4 (y2-1) ≥0,解得y≥-  eq \f(5,4)  所以ymin=-  eq \f(5,4) 
这样解的结果不对,把y=-  eq \f(5,4) 代入x2-(2y+1)x+y2-1=0,得x= eq \f(3,4) ,

y–x=-  eq \f(5,4) -  eq \f(3,4) ＜0,而 y - x =  eq \r(x+1) ,于是 eq \r(x+1) ＜0,这是不可能的. 之所以得错的结果,是由于两边平方后y允许值扩大了.

正确解法是: 函数y=x+ eq \r(x+1) 定义域为x≥-1,当x=-1时, 函数y也就取得最小值-1.
 四.分离常数法
例4. 求函数y= eq \f(2x2+2x+3,x2+x+1) 的最值.

y= eq \f(2x2+2x+3,x2+x+1) =2+ eq \f(1,x2+x+1) ,由于x2+x+1＞0,在R上,只有最小值 eq \f(4ac-b2,4) = eq \f(3,4) 而无最大值,从而 eq \f(1,x2+x+1) 在R上,只有最大值 eq \f(4,3) 而无最小值,所以y有最大值,ymax=2+ eq \f(4,3) = eq \f(10,3) ,而无最小值.
五.换元法

例5. 求函数y = 9x - 6·3x + 5 (1≤x≤3)的最值.

解:  设t =3x (1≤x≤3),则9x = t2(3≤t≤27)

y = 9x - 6·3x + 5 = t2–6t + 5 = t2–6t + 9 -4

=(t - 3)2 -4 

从而有:(3 - 3)2 -4≤y≤(27 - 3)2 -4, 即-4≤y≤572

所以函数ymin=-4, ymax=572.

六.配方法
     配方法多用于二次(型)函数和某些三角函数.
例6. 求函数y=sinx+cosx的最值.

   解：y=sinx + cosx
=  eq \r(2) (  eq \f(\r(2),2) sinx +  eq \f(\r(2),2)  cosx) 
=  eq \r(2) (sinx cos eq \f(π,4) + cosx sin eq \f(π,4) )
= eq \r(2) sin（x +  eq \f(π,4)  ）

所以函数ymin = - eq \r(2) ,  ymax = eq \r(2) 
七.图象法

   例7.求函数y= eq \r(x2-6x+13) +  eq \r(x2+4x+5) 的值域
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解：将函数变形为：

y= eq \r((x-3)2+(0-2)2) +  eq \r((x+2)2+(0-1)2) 
上式可看成x轴上的点P（x，0）到两定点A（3，2），B（-2，-1）的距离之和，由图可知: (1)当点P不为线段与x轴的交点时，y=∣PA∣+∣PB∣>∣AB∣= eq \r((3+2)2+(2+1)2) = eq \r(34) ;

(2)当点P为线段与x轴的交点时， y
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=∣AB∣= eq \r((3+2)2+(2+1)2) = eq \r(34) ,综上所述两点，y
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=∣AB∣= eq \r(34) 
八.向量法

例8：求已知函数y =  eq \r(2019-x) + eq \r(x-2018) 的值域.

解：由2019-x≥0, x-2018≥0, 2018≤x≤2019,则 y≥1
设eq \o(\s\up5(→),m) =( eq \r(2019-x) , eq \r(x-2018) ), eq \o(\s\up5(→),n) =(1,1)

|eq \o(\s\up5(→),m) |2  = (2019-x)+(x-2018)=1

| eq \o(\s\up5(→),n) |2 = 12+12=2
y2=(eq \o(\s\up5(→),m) · eq \o(\s\up5(→),n) )2=( eq \r(2019-x) ·1 +  eq \r(x-2018) ·1)2
则1=|eq \o(\s\up5(→),m) |2 ≥ eq \f((· eq \o(\s\up5(→),n) )2, | eq \o(\s\up5(→),n) |2) 
= eq \o(\s\up5(→),n)  eq \f(y2, ||2   ) 
= eq \f(y2, 2   ) 
从而有y2≤2,即1≤y≤ eq \r(2)  Ymin=1, Ymax=
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 eq \r(2) 
说明: eq \o(\s\up5(→),m) =(a,b),  eq \o(\s\up5(→),n) =(x,y),则eq \o(\s\up5(→),m) 与 eq \o(\s\up5(→),n) 数量积为
eq \o(\s\up5(→),m) · eq \o(\s\up5(→),n) = |eq \o(\s\up5(→),m) |·| eq \o(\s\up5(→),n) |cos(eq \o(\s\up5(→),m) , eq \o(\s\up5(→),n) )=ax+by,从而有
(1)  eq \o(\s\up5(→),m) · eq \o(\s\up5(→),n) = |eq \o(\s\up5(→),m) |·| eq \o(\s\up5(→),n) |cos(eq \o(\s\up5(→),m) , eq \o(\s\up5(→),n) )≤  |eq \o(\s\up5(→),m) |·| eq \o(\s\up5(→),n) |当且仅当 
与eq \o(\s\up5(→),n) 同向同号时取等号.

（2）由|eq \o(\s\up5(→),m) |·| eq \o(\s\up5(→),n) |≥ eq \o(\s\up5(→),m) · eq \o(\s\up5(→),n) 得， |eq \o(\s\up5(→),m) |2≥ eq \f((· eq \o(\s\up5(→),n) )2, | eq \o(\s\up5(→),n) |2) 
,即x2+y2 ≥ eq \f((ax+by)2,a2+b2) 当且仅当 
与eq \o(\s\up5(→),n) 同向同号时取等号.
九.有界法

例9．求y= eq \f(sinx-1,2-sinx) 最大值.
解:由y= eq \f(sinx-1,2-sinx) 变形为(y+1)sinx=2y+1

当y≠-1,则有
Sinx= eq \f(2y+1,y+1) ,| Sinx |= | eq \f(2y+1,y+1) | ≤1  

| Sinx |2= | eq \f(2y+1,y+1) |2≤12
由| eq \f(2y+1,y+1) |2≤1,得

(2y+1)2≤(y+1)2
解得 - eq \f(2,3) ≤y≤0,  所以ymax=0.

注: 本例中y≠-1，如y=-1，代入(y+1)sinx=2y+1得0=-1，这是不可能的，从而找不到与y=-1相对应的
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值.
十.导数法
例10.求y=xcosx-sinx在[π，2π]最小值

解: y=xcosx-sinx,

则y'=cosx-xsinx-cosx=-xsinx 
y'在[π，2π ]上大于0 
故函数y在[π，2π ]上单调递增 
故y=xcosx-sinx在区间[π，2π ] 上的最小值为函数在自变量x=π时的取值,即 ymin=y|x=π =π.
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