高中数学30个怎么求（6）
怎样求解函数奇偶性的问题
徐剑
函数奇偶性是函数的一个重要性质，必须掌握好。关于函数奇偶性主要有两个问题：判断函数奇偶性和函数奇偶性的应用。
一．判断函数奇偶性
判断函数奇偶性，首先注意必要条件.具有奇偶性函数的定义域必是关于原点对称，这是函数具有奇偶性的必要条件. 例如，函数y= eq \f(1,x-1) 的定义域(-∞，1)∪(1，+∞)，定义域关于原点不对称，所以这个函数不具有奇偶性.其次要注意奇、偶性是函数的整体性质，对整个定义域而言
1．定义法
一般地，对于函数f(x)

（1）如果对于函数定义域内的任意一个x，都有f(-x)= f(x)，那么函数f(x)就叫做偶函数。

（2）如果对于函数定义域内的任意一个x，都有f(-x)= -f(x)，那么函数f(x)就叫做奇函数。

（3）如果对于函数定义域内的任意一个x，f(-x)=-f(x)与f(-x)=f(x)同时成立，那么函数f(x)既是奇函数又是偶函数，称为既奇又偶函数。

（4）如果对于函数定义域内的任意一个x，f(-x)=-f(x)与f(-x)=f(x)都不能成立，那么函数f(x)既不是奇函数又不是偶函数，称为非奇非偶函数。

例1．判断函数f(x)=lg(  eq \r(1+x2)-x )奇偶性.
解:函数的定义域为R. 
f(-x)=lg[ eq \r(1+x2) –(-x)]
= lg 2)+x)(\r(1+x2)-x),(\r(1+x2)-x))  eq \f((\r(1+x2)+x)(\r(1+x2)-x),(\r(1+x2)-x)) 

  

 eq\f(lg(\r(1+x2)+2) lg(\r(1+x2)-x),lg(\r(1+x2)-x))

     =lg  eq \f(1,(\r(1+x2)-x)) 
     =lg(  eq \r(1+x2)-x )-1
     =-lg(  eq \r(1+x2)-x )=-f(x)

所以f(x)=lg(  eq \r(1+x2)-x )是奇函数。
2．求和法

若f(x) + f(-x) =2f(x) ,则f(x)为偶函数; 若f(x) + f(-x) =0 ,则f(x)为奇函数.
如上例1，f(x) + f(-x)= lg(  eq \r(1+x2)-x )+lg(  eq \r(1+x2) +x)      =lg eq (\r(1+x2)-x)(\r(1+x2)+x) =lg1=0, 所以f(x)=lg(  eq \r(1+x2)-x )是奇函数.

3．求差法

若f(x) - f(-x) = 0,则f(x)为偶函数; 若f(x) - f(-x) = 2f(x),则f(x)为奇函数.
例2. 判断函数f(x)=  eq \f(x,x2+5) 奇偶性

解: f(x)-f(-x)=  eq \f(x,x2+5) - eq \f(-x,(-x)2+5) = eq \f(x,x2+5) + eq \f(x,x2+5) =2f(x)
所以f(x)=  eq \f(x,x2+5) 是奇函数.

4.求商法
若 eq \f(f(x),f(-x)) = 1, eq\f(f(x),f(-x)) 则f(x)为偶函数； 若 eq \f(f(x),f(-x))  =-1则f(x)为奇函数.
例3. 判断函数f(x)=  eq \r(3,1-x4)+x2 -3奇偶性

   解:  eq \f(f(x),f(-x)) = eq \f(\r(3,1-x4)+x2-3,\r(3,1-x4)+x2-3) =1, 所以f(x)是偶函数.
5. 图象法
若f(x)的图象关于原点对称，则 f(x)是奇函数.若f(x)的图象关于y轴对称，则 f(x)是偶函数.
6.运算法
如果f(x)、g(x)是定义在D上的偶函数，那么在D上，f(x)+g(x)是偶函数，f(x)•g(x)是偶函数. 简单记: “偶±偶=偶，偶×偶=偶”
如果f(x)、g(x)是定义在D上的奇函数，那么在D上，f(x)+g(x)是奇函数，f(x)•g(x)是偶函数. 简单记: “奇+奇=奇，奇×奇=偶”
如果f(x)是定义在D上的偶函数，g(x)是定义在D上的偶函数，则f(x)•g(x)是奇函数. 简单记: “奇×偶=奇”
如f(x)=5x4 ,g(x)=2x2, 则f(x)+g(x)=5x4+2x2 是偶函数,f(x)- g(x)=5x4-2x2是偶函数.

又如f(x)=5x3 ,g(x)=2x, 则f(x)+g(x)=5x3+2x是奇函数,f(x)×g(x)=5x3×2x =10x4是偶函数,
7.复合法

复合函数的奇偶性见下表

	外函数f(x)
	内函数g(x)
	复合函数f[g(x)]

	偶
	偶
	偶

	奇
	偶
	偶

	偶
	奇
	偶

	奇
	奇
	奇


复合函数奇偶性特点:“内偶则偶，内奇同外”.
如外函数f(x)=x2是偶函数, 内函数g(x)=3x是奇函数,则 “内奇同外”， f[g(x)]是偶函数.事实上 f[g(x)]=（3x）2 = 9x2显然是偶函数.

又如外函数f(x)=3x是奇函数, 内函数g(x)= x2是偶函数,则 “内偶则偶”， f[g(x)]是偶函数.事实上 f[g(x)]= 3(x2) = 3x2显然是偶函数. 
    8.特殊值法
例4. 已知函数f(x)( x∈R且x≠0), 对任意的非零实数x1,x 2,恒有f(x1x2) =f(x1)+f(x2), 判断函数f(x)( x∈R且x≠0) 的奇偶性
     解: 这是抽象函数的奇偶性的判断,我们用特殊值法.
令x1=-1，x2=x，得f（-x）=f（-1）+f（x）…  ①
为了求f（-1）的值，令x1=1，x2=-1，则f（-1）=f（1）+f（-1），即f（1）=0，再令x1=x2=-1得：f（1）=f（-1）+f（-1）=2f（-1）=0，∴f（-1）=0代入①式得：
    f（-x）=f（x），可得f（x）是一个偶函数．
二． 函数奇偶性的应用
1．求参数

例5．设函数f(x) =  eq \f((x+1)(x+a),x) 为奇函数，求实数a

解：令x=1,f(1)=2×(1+a)
    令x=-1,f(-1)=0

由f(-1)=-f(1)得:  0=-2(1+a),解得a=-1
2．求解析式
例6．已知函数f（x）是R上的奇函数，且当x>0时，f（x）=x3+x+1，求当x<0时, f（x）的解析式.
解：设x<0,则-x>0, 所以f(-x)=(-x)3+(-x)+1=-x3-x+1  由f（x）是R上的奇函数，f(x)=-f(-x)=-( -x3-x+1)= x3+x-1
3．解不等式
例7  若f(x)是偶函数,当x∈[0，＋∞)时, f(x)=x-1, 求f(x-1)<0的解集

解: 要求f(x-1)<0的解集, 先求f(x)<0的解集.
当x∈[0，+∞）时，f（x）=x-1, 若f（x）＜0,则x-1＜0,解得：[0，1）,又因函数f（x）是偶函数,所以 f（x）＜0的解集为（-1，1）
     f（x）＜0, 有-1＜x＜1, 于是f（x-1）＜0可化为：-1＜x-1＜1,解得：0＜x＜2,  即f(x-1)<0的解集为（0，2）.
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另一解:先画出函数f（x）的图象，根据f（x-1）的图象是由f（x）的图象向右平移1个单位，画出其图象，如图所示，f（x-1）＜0的解集是（0，2）.
