高中数学30个怎么求（5）
怎样解决函数单调性问题

徐剑

函数的单调性也叫函数的增减性。当函数f(x)的自变量在其定义区间内增大(或减小)时，函数值f(x)也随着增大(或减小)，则称该函数为在该区间上具有单调性。如果说明一个函数在某个区间D上具有单调性，则我们将D称作函数的一个单调区间。一般地，设一连续函数f(x)的定义域为D，则增函数和减函数统称单调函数。

（一）判断函数单调性

1、定义法

利用单调性的定义，取给定区间中的任意两值，x1，x2，对其对应函数值作差或作商，判断x1与x2，f（x1）与f（x2）的大小关系是否一致，一致则增，否则为减。其步骤有：任意取值[image: image2.png]


作差变形[image: image4.png]


判断定号[image: image6.png]


得出结论。其中，作差变形一步是难点，常用技巧有：若是整式型，可用因式分解、配方法，还有六项公式法；若是分式型，可用通分合并，化为商式；若是二次根式型，可用分子有理化。
例1. 证明函数f（x）=-x3+5在（-∞, +∞）上是减函数。

解：任取x1，x2[image: image9.png]


（-∞, +∞），且x1[image: image11.png]


x2，则

f（x1）[image: image13.png]


f（x2）=（-x13+5）[image: image15.png]


（-x23+5）

=x23-x13
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（因x1[image: image23.png]


x2，故x1 与 x2不能同时为0 ）

所以f（x1）[image: image25.png]


f（x2）[image: image27.png]


 0，即f（x1） [image: image29.png]


 f（x2），从而函数f（x）=-x3+5在（[image: image31.png]


）上是减函数。

2、性质法

运用复合函数和结合函数的性质来判断函数单调性.
（1）复合法，用于判断复合函数单调性。

在函数y=f[g(x)]中,如u=g(x)为增函数，y=f(u)为增函数，则y=f[g(x)]便是增函数.令μ=g(x)，则y=f[g(x)]的单调性由μ=g(x) 的单调性与y=f(μ)的单调性共同确定，首先要考虑某些特殊函数的定义域，然后单调性可用“同增异减”来判定，即内外层函数的单调性相同时，原函数是增函数；内外层函数的单调性不相同时，原函数是减函数。
如u=g(x)为增函数，y=f(u)为增函数，则y=f[g(x)]便是增函数。

如u=g(x)为减函数，y=f(u)为减函数，则y=f[g(x)]便是增函数。

如u=g(x)为增函数，y=f(u)为减函数，则y=f[g(x)]便是减函数。

如u=g(x)为减函数，y=f(u)为增函数，则y=f[g(x)]便是减函数。

对于较复杂的复合函数的单调性，可以根据各层函数单调性去判别。其规律是：如果各层函数中，减函数的个数是偶数，则原复合函数是增函数；如果各层函数中，减函数的个数是奇数，则原复合函数是减函数.
（2）运算法，用于判断结合函数单调性。

如果两个函数在相同区间上是单调函数

增函数+增函数=增函数
减函数+减函数=减函数
增函数-减函数=增函数
减函数-增函数=减函数
3、导数法

如果函数y=f(x)在区间D内可导，若x∈D时恒有f' (x)>0，则函数y=f(x)在区间D内单调增加;反之，若x∈D时，f'(x)<0,则称函数y=f(x)在区间D内单调减少。
（二）求函数单调区间
1. 判断单调法

用判断函数单调性的方法求单调区间, 如定义法, 性质法, 运算法等.

例2. y=f(x)的单调增区间是(2，8)，求函数y=f(2－x)的单调区间
解：令g（x）=2-x，则f [g（x）]在g（x）[image: image33.png]


(2，8)上是增函数。

由f(x)的单调增区间是(2，8)，有 2[image: image35.png]


x[image: image37.png]


8，即2[image: image39.png]<g



x[image: image41.png]


8，就是2[image: image43.png]< 2-



x[image: image45.png]


8， 解得 -6[image: image47.png]


x[image: image49.png]


0，当x[image: image51.png]


(-6，0)上g（x）=2-x是单调减函数，根据复合函数单调性的 “同增异减”来判定，可知y=f(2－x) 在x[image: image53.png]


(-6，0)上单调递减的，故y=f(2－x) 单调减区间为(-6，0)。

另解：f(x)和y=f(2-x)这两个函数是关于x=1对称的，因此当y=f(x)的单调增区间为(2，8)时，可以视为这个区间关于x=1对称，则y=f(2-x)的单调区间是(-6，0)且在那上面单调递减。
说明：若函数f（x）在定义域内任意x都有f（x+a）=f（b-x），则函数f（x）的对称轴是直线x= eq \f(a+b,2) ，如f(x)和y=f(2-x)，将f(x)看成f(x+0)，则函数f（x）的对称轴是直线x= eq \f(0+2,2) =1.
2.顶点法

对于二次函数可用顶点法. 如顶点在下, 则左减右增; 顶点在上, 则左增右减.
例3  求函数y=x2-3x+15的单调区间。

解:  y=x2-3x+15=(x-3)2+6,  函数图象顶点坐标为(3,6), 开口向上,所以单调减区间为（-∞,3  ）, 单调增区间为[3，＋∞)
3. 模板法
求三角函数的单调区间用模板法,先将自变量x化为正的,然后依照基本三角函数的方法来求.
例4. 函数y=sin( eq \f(π,3) - \f(1,2) x),  x∈[-2π, 2π],求单调增区间.
解: y=sin( eq \f(π,3) - \f(1,2) x)=- sin( eq \f(1,2)x-\f(π,3) )
先求sin( eq \f(1,2)x-\f(π,3) )单调增区间,因为函数y=sinx的增区间是[2kπ－ eq \f(π,2) ，2kπ＋ eq \f(π,2) ]， 由增区间的不等式得:

2kπ- eq \f(π,2) ≤ eq \f(1,2)x-\f(π,3) ≤2kπ+ eq \f(π,2) ,解得4kπ- eq \f(π,3) ≤x≤4kπ+ eq \f(5π,3) , 因x∈[-2π, 2π],这里只能k=0,所以函数sin( eq \f(1,2)x-\f(π,3) )单调增区间为[- eq \f(π,3) , eq \f(5π,3) ],而这区间便是函数y= -sin( eq \f(1,2)x-\f(π,3) )单调减区间.考虑函数y周期为4π, 又因x∈[-2π, 2π],所以函数y=sin( eq \f(π,3) - \f(1,2) x)
=-sin( eq \f(1,2)x-\f(π,3) )单调增区间为[-2kπ,- eq \f(π,3) ,]和[ eq \f(5π,3) ,2kπ].
4.导数法

例5. 求函数f（x）=x2-2x+7的单调区间。

解：f'(x)=2x-2。

令f'(x)=2x-2≤[image: image59.png]—co,

1



1，则f（x）单调减区间（0，得x≤]
令f'(x)=2x-2>0，得x>1，则f（x）单调增区间（[image: image61.png]1,



）

例6. 如函数y=f(x)的导函数为y= f' (x)，且f' (x)=2cos(2x+ eq \f(π,6) )，则

y=f(x)在[0，π]上的单调增区间为
A.[0， eq \f(π,6) ]               B.[ eq \f(2π,3) ， π]    

C.[0， eq \f(π,6) ]和[ eq \f(π,3) ，π]    D.[0， eq \f(π,6) ]和[ eq \f(2π,3) ，π]

解：因为f'(x)=2cos(2x+ eq \f(π,6) )
那么有f(x)=sin(2x+ eq \f(π,6) )+C
单调增区间是2kπ- eq \f(π,2) [image: image63.png]


2x+ eq \f(π,6) [image: image65.png]


2kπ+ eq \f(π,2) 即有kπ-  eq \f(π,3) [image: image67.png]


x[image: image69.png]


kπ+ eq \f(π,6)  
在[0，π]上的增区间是[0， eq \f(π,6) ]和[ eq \f(2π,3) ，π] 
选择D
说明: 复合函数f(g(x))的导数公式: [f(g(x))]`=f`(g(x))·g`(x)

对kπ- [image: image71.png]


x[image: image73.png]


kπ+ eq \f(π,6)  ,

令k=0, 有区间是[-  eq \f(π,3) ， eq \f(π,6) ], 
[-  eq \f(π,3) ， eq \f(π,6) ]∩[0，π]= [0， eq \f(π,6) ]
令k=1, 有区间是[ eq \f(2π,3) ， eq \f(7π,6) ],
[ eq \f(2π,3) ， eq \f(7π,6) ]∩[0，π]= [ eq \f(2π,3) ，π] 
5、图象法

[image: image1.png]


在单调区间上，增函数的图象是上升的，减函数的图象是下降的。因此，在某一区间内，一直上升的函数图象对应的函数在该区间单调递增;一直下降的函数图象对应的函数在该区间单调递减。
注意:对于分段函数，要特别注意。例如，上图左可以说是一个增函数;上图右就不能说是在定义域上的一个增函数(在定义域上不具有单调性)。

（三）求自变量的取值范围
例7. 已知：f(x)是定义在[－1，1]上的增函数，且f(x－1)<f(x2－1)求x的取值范围

解：∵ 函数f(x)的定义域为[-1,1]，且f(x-1)<f(x²-1)

∴ -1≤x-1≤1 且 -1≤x²-1≤1

∴ 0≤x≤2 且 [image: image75.png]


≤x≤[image: image77.png]


即，0≤ x ≤[image: image79.png]



又∵ f(x)在[-1,1]上单调递增，

∴ x-1 < x²-1
x(x-1)>0

∴ x>1或x<0

综上所述，1<x≤[image: image81.png]


时，可满足题意。
（四）求最值

例8.求函数y = 2x +  eq \r(x-2)  的最小值

解函数y = 2x +  eq \r(x-2) [image: image85.png]


 的定义域为[2，），函数y=2x，y= eq \r(x-2) [image: image88.png]


在定义域为[2，）上均是增函数，所以y = 2x + eq \r(x-2)  [image: image91.png]


在定义域为[2，）上也是增函数，于是x=2时，ymin = 2x + eq \r(x-2)  =4。

另一解: 用换元法，令t= eq \r(x-2) [image: image95.png]


，t0，x=t2+2 （t[image: image97.png]


0）代入

y = 2（t2+2）+ [image: image99.png]


 = 2t2+t+4，其对称轴为x= -  eq \f(1,4) ，故y=2t2+t+4在[0，[image: image101.png]


）上是单调增函数，所以即当t[image: image103.png]


0时，ymin=4。

（四）求参数

例9. (1)若函数f(x)=x2+2(a-1)x+2的单调减区间是(-[image: image105.png]0, 4



]，求实数a的取值范围。

(2)若函数f(x)=x2+2(a-1)x+2在区间(-[image: image107.png]0, 4



]上单调递减，求实数a的取值范围。

解（1）因为函数f(x)=x2+2(a-1)x+2的单调减区间是(-[image: image109.png]0, 4



]，函数的图像的对称轴为直线x=1-a，所以有1-a=4，即a=-3

解（2）因为函数f(x)=x2+2(a-1)x+2在区间(-[image: image111.png]0, 4



]上单调递减，函数图像的对称轴为直线x=1-a，所以有1-a[image: image113.png]


4，即a[image: image115.png]


-3，故实数a的取值范围为(-[image: image117.png]


]

注意：不要把“单调区间”和“区间上单调”混淆。
