高中数学30个怎么用（1）
判别式在高中数学中如何应用

徐剑

先复习基础知识:
设函数f(x)= ax2＋bx＋c,并有ax2＋bx＋c＝0（a≠0）,则判别式△=b2-4ac

(1) 当△＞0时,方程ax2＋bx＋c＝0（a≠0）有两个不相等的实数根x1，x2.  函数f(x)图象与x轴有两个交点.

在a＞0时，若x＜x1，或x＞x2，则f（x）＞0; 若x1＜x＜x2，则f（x）＜0. 
在a＜0时，若x＜x1，或x＞x2，则f（x）＜0; 若x1＜x＜x2，则f（x）＞0.
(2) 当△＝0时,方程ax2＋bx＋c＝0（a≠0）有两个相等的实数根x. 函数f(x)图象与x轴有一个交点.
若a＞0,则f（x）≥0;  若a＜0, 则f（x）≤0   
(3) 当△＜0时,方程ax2＋bx＋c＝0（a≠0）没有实数根．函数f(x)图象与x轴没有交点.

若a＞0,恒有f（x）＞0; 若a＜0,恒有f（x）＜0. 
判别式在高中数学中有以下应用

一.求参数范围
例1. 已知方程x2+(m-1)x+1=0在[0,2]上有两个不等的实根, 求实数m的取值范围.

解: 令f(x) =x2+(m-1)x+1,方程x2+(m-1)x+1=0在[0,2]上有两个不等的实根,其充要条件为
    △=(m-1)2-4≥0

    f(0)=1≥0

    f(2)=2(m-1)+5≥0

    0＜ eq \f(1-m,2) ＜2
解得:-  eq \f(3,2) ≤ m＜-1
例2..若集合A={x|ax2+3x+2=0}中至多有1个元素，求实数a的取值范围.
解：假设集合A中含有两个元素，即ax2+3x+2=0有两个不相等的实数根，则

a≠0             解得 a＜eq \f(9,8) 且a≠0

△=9-8a >0

在此时实数a的取值范围是{a|a＜eq \f(9,8) 且a≠0}，在全集U=R中，集合{a|a＜eq \f(9,8) 且a≠0}的补集为{a|a ≥  eq \f(9,8) 或a=0}，所以满足实数a的取值范围{a|a ≥  eq \f(9,8) 或a=0}.

例3.设a1,d为实数,首项为a1,公差为d的等差数列{an}前n项之和为sn,满足s5s6+15=0,求d的取值范围

解: 由s5s6+15=0及等差数列{an}前n项之和公式得:

(5a1+10d)(6a1+15d)+15=0,
化简整理得

2a12+9da1+10d2+1=0,

将其看作为关于a1二次方程,由已知条件,方程有实根,所以

△=(9d)2-8(10d2+1) ≥0,解得d≤-2 eq \r(2) 或d≥2 eq \r(2) ,这就是d的取值范围

例4.已知平面向量α,β(α≠0,α≠β),满足|β|=1,且α与β-α的夹角为120°,求|α|的取值范围.
解:  |β|=|α+(β-α)|,两边平方得
|β|2= |α2|+2|α||β-α|cos120°+|β-α|2
即1=|α2|+2|α||β-α|cos120°+|β-α|2
整理关于|β-α|的一元二次方程

|β-α|2- |α| |β-α| + |α|2-1=0,有实根,所以
△= |α|2-4(|α|2-1) ≥0,解得|α|2≤ eq \f(4,3) ,则|α|的取值范围为(0, eq \f(2\r(3),3) ].
二.判定数列
例5.已知(c-a)2-4(a-b)(b-c)=0,证明:a,b,c成等差数列.

证明:容易看出(c-a)2-4(a-b)(b-c)是一元二次方程(a-b) x2 +(c-a)x +(b-c)=0的根的判别式,由已知,方程有两个相等的实数根.

又(c-a)+ (a-b)+ (b-c)=0,方程必有一根为1,因而方程两根都为1,由韦达定理得
1×1= eq \f(b-c,a-b) ,即2b=a+c

若a-b=0,则a=b=c,也有2b=a+c,所以a,b,c成等差数列.
例6.已知a,b,c,d为非零实数,且满足
(a2+b2)d2-2bd(a+c)+b2+c2=0,
证明:a,b.c成等比数列,且公比为d.
解:考察一元二次方程(a2+b2)x2-2b(a+c)x+b2+c2=0,由已知,它有实数根,其中一根为d,故有
△=[2b(a+c)]2-4((a2+b2))( b2+c2)=-4(b2-ac)2≥0,从而有(b2-ac)2≤0,  故只能b2-ac=0,即b2=ac,或 eq \f(b,a) = \f(c,b)  所以a,b.c成等比数列
由一元二次方程求根公式,得
d= eq \f(2b(a+c),2( a2+b2)) = eq \f(b(a+c),a2+ac) = eq \f(b,a) = \f(c,b) ,所以公比为d.
   三. 证不等式

例7、已知x,y∈R,证明：2x2+2xy+y2-4x+5>0恒成立.
解：不等式变形为y2+2xy+2x2-4x+5>0,将不等式左边看作关于y的二次函数，令f(y)= y2+2xy+2x2-4x+5。由x,y∈R，从而有：
△=4x2-4(2x2-4x+5)=-4(x-2)2-4<0，即△<0。对于二次函数f(y)，图象开口向上，且在横轴上方，所以f(y)>0恒成立，即2x2+2xy+y2-4x+5>0恒成立。
四.求值域 
例8.求函数y =  eq \f(x2 - x + 1,x2 + 1 ) 的值域.

解:原函数式可化为关于x一元二次方程(y-1)x2+x+y-1=0.

(1)当y≠1时,x∈R, △=12-4(y-1)(y-1) ≥0,解得:
-  eq \f(1,2) ≤y≤ eq \f(3,2) 
 (2)当y=1时,x=0,而1∈[-  eq \f(1,2) , eq \f(3,2) ]
所以函数y =  eq \f(x2 - x + 1,x2 + 1 ) 的值域为[-  eq \f(1,2) , eq \f(3,2) ]
说明:形如y =  eq \f(ax2+bx+c,dx2+ex+f) (a,d不同时为0)的函数,可以把函数式可化为关于x一元二次方程,依据方程有实数根,根的判别式不小于0,求出函数的值域.但要注意两点:
第一. 将函数式化为关于x一元二次方程后,注意讨论二次项系数是否为0;
第二. 这种方法须在x∈R或x不能取使分母为0的值的情况下可用.
例.求函数y= eq \f(x2-2x-3,x2-1) 的值域
解: 函数的定义域为： { x ∈ R | x ≠ 1 且 x ≠ －1 }
原式去分母，整理得

( y－1 ) x2 + 2x + 3 – y = 0

① 当y ≠ 1时，

△= b2 – 4 a c = 22 – 4 ( y – 1 ) ( 3 – y )

= 4 y 2 – 16 y + 16

= 4 ( y – 2 ) 2≥0

②当y = 1时 ，代入( y－1 ) x2 + 2x + 3 – y = 0得： 

2 x + 3 – 1 = 0,  解得 x = －1,  而x = －1不在函数定义域内,因而不能有y = 1, 所以y值域为{ y ∈ R | y ≠ 1 }
以上解法有问题,我们用化简分式的方法来求

y= eq \f(x2-2x-3,x2-1) =  eq \f((x+1)(x-3),(x+1)(x-1)) 
(1)当x ≠ －1时，

y = eq \f(x-3,x-1) ， 而y = eq \f(x-3,x-1) =1-  eq \f(2,x-1)  即：y ≠ 1

(2)当x = －1时，
y = eq \f(x-3,x-1) = eq \f(-1-3,-1-1) =2

因x = －1不在函数定义域内,因而y ≠ 2.

所以y值域为{ y ∈ R | y ≠ 1 且y ≠ 2}
我们发现用判别式法求值域的结果，比先化成一次分式函数来求解其值域的结果多了一个值y = 2,这说明用判别式法,使 y允许值扩大了.
五.求最值
例9.求函数y= eq \f(x,2(x2+1)) 的最值
解:原式去分母，整理得  2yx2-x+2y=0
x必须为实数,则△=(-1)2-4(2y)(2y) ≥0,即16y2≤1

解得 -  eq \f(1,4) ≤y≤ eq \f(1,4) ,ymax=   eq \f(1,4) , ymin=- eq \f(1,4) 
例10. 函数y= eq \f(x2-2x-3,2x2+2x+1) 的最值.

解：去分母，整理得 (2y-1)x2+2(y+1)x+(y+3) =0       

   当y≠ eq \f(1,2) 时，这是一个二次方程，因
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是实数，所以判别式△≥0.

   即    △=[2(y+1)]2 -4(2y-1)(y+3) ≥0                         

          解得-4≤y≤1                                           

     当y=-4时,x = -  eq \f(1,3) ; 当y=1时,x=2       

由此即知, 当x = -  eq \f(1,3) 时， 
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取最小值-4；

          当x=2时，  
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取最大值1. 
例10.求函数y=Sin2xcos2x +  eq \f(1, Sin2xcos2x) 的最小值.

解: 将原式化为(Sin2xcos2x)2-( Sin2xcos2x)y+1=0

将此式看成是关于Sin2xcos2x一元二次方程,因Sin2xcos2x是实数,所以  △=y2-4≥0
由求根公式得Sin2xcos2x= eq \f(y±\r(y2-4),2) 
又Sinxcosx= eq \f(1,2) sin2x, Sin2xcos2x =  eq \f(1,4) sin22x

而0≤ eq \f(1,4) sin22x≤ eq \f(1,4)  即0≤Sin2xcos2x≤ eq \f(1,4) 
为使方程在[0,  eq \f(1,4) ]上实数根,必须有
y2-4≥0
      0≤ eq \f(y±\r(y2-4),2) ≤ eq \f(1,4) 
解得  y≥ eq \f(17,4)    所以ymin =  eq \f(17,4) 
说明: 
用判别法求最值，是一种常用的方法，但要注意以下三点:

1.注意这个最值能否取到，即是否有与最值相应的
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值.                                  
如求函数y= eq \f(2x2+2x+5,x2+x+3) 的最值.
将原式变为(y-2)x2+(y-2)x+3y-5=0,因x是实数,所以

△=(y-2)2-4(y-2)(3y-5) ≥0,解得 eq \f(18,11) ≤y≤2,从而ymax=2,   
ymin= eq \f(18,11) .
这样解的结果不对,因y=2代入(y-2)x2+(y-2)x+y-3=0,左右不相等.没有一个实数x代入原来的函数式使得y=2.
正确解法是: y= eq \f(2x2+2x+3,x2+x+1) =2+ eq \f(1,x2+x+1) ,由于x2+x+1＞0,在R上,只有最小值 eq \f(4ac-b2,4) = eq \f(3,4) 而无最大值,从而 eq \f(1,x2+x+1) 在R上,只有最大值 eq \f(4,3) 而无最小值,所以最大y最大=2+ eq \f(4,3) = eq \f(10,3) 而无最小值.
形如y =  eq \f(ax2+ax+c,bx2+bx+d) (a,b不同时为0)的函数,若y =  eq \f(a,b) ,则没有一个实数x代入原来的函数式使得y=  eq \f(a,b) ,所以用判别法求出y值范围,要去除y=  eq \f(a,b) .
2.由△≥0,解得y≤a或y≤A(a≤A),则无法确定最大(小)值.
如求函数y= eq \f(-3x+7,x2-3x+2) 的最值.
将原式变为yx2-(3y-3)x+2y-7=0,因x是实数,所以

△=(3y-3)2-4y (2y-7) ≥0,解得y≥-1或y≤-9，则无法确定最大(小)值.

3、原式变形中，函数值范围是否发生变化,特别注意要考虑原函数式的定义域.
如求函数y=x+ eq \r(x+1) 的最值

原式变为y - x =  eq \r(x+1)  两边平方得

(y-x)2=x+1,即x2-(2y+1)x+y2-1=0, 因x是实数,所以

△=(2y+1)2-4 (y2-1) ≥0,解得y≥-  eq \f(5,4)  所以ymin=-  eq \f(5,4) 
这样解的结果不对,把y=-  eq \f(5,4) 代入x2-(2y+1)x+y2-1=0,得x= eq \f(3,4) ,

y–x=-  eq \f(5,4) -  eq \f(3,4) ＜0,而 y - x =  eq \r(x+1) ,于是 eq \r(x+1) ＜0,这是不可能的. 之所以得错的结果,是由于两边平方后y允许值扩大了.
正确解法是: 函数y=x+ eq \r(x+1) 定义域为x≥-1,当x=-1时, 函数y也就取得最小值-1.

六.确定图形位置关糸
例11.b当何值时,直线y=2x+b与椭圆 eq \f(x2,2) +y2=1相交?
解:将y=2x+b代入 eq \f(x2,2) +y2=1中去,得    eq \f(9,2) x2+4bx+b2-1=0,

由于直线y=2x+b与椭圆 eq \f(x2,2) +y2=1相交,故

△=(4b)2-4( eq \f(9,2) )(b2-1) ≥0,
解得  -3≤b≤3,
即当-3≤b≤3时, 直线y=2x+b与椭圆 eq \f(x2,2) +y2=1相交.

例12.k为何值时,直线y=kx与双曲线4x2-y2=16相切?

解:将y=kx代入双曲线方程,整理,得  (4-k2)x2-16=0,

△=02-4(4-k2)(- 16)=0,解之,得k=±2
是否k=±2, 直线y=kx与双曲线4x2-y2=16相切?  

否也! 因为y=±2x恰好是双曲线4x2-y2=16的渐近线,通常情况下, 渐近线与双曲线不相交,所以本题无解.
附:拓展 阅读
一元三次方程判别式
1.在特殊形式的一元三次方程ax3+bx+c=0中，其判别式为
△=(  eq \f(q,2) )2 + (  eq \f(p,3) )3
 

当△>0时，有一个实根和两个复根；
当△=0时，有三个实根，
若p=q=0，有一个三重零根，若p≠0,q≠0，三个实根中有两个相等；

当△<0时，有三个不等实根。

2.在一般形式的一元三次方程ax3+bx2+cx+d=0中，一般采用盛金判别法，即

令
A=b2-3ac

B=bc-9ad

C=c2-3bd

当A=B=0时，方程有一个三重实根。

当Δ=B2－4AC >0时，方程有一个实根和一对共轭虚根。

当Δ=B2－4AC =0时，方程有三个实根，其中有一个二重根。

当Δ=B2－4AC <0时，方程有三个不相等的实根。
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